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4. Variation und Funktionalableitung

Mit F sei eine Menge reellwertiger Funktionen auf ¥V C R? bezeichnet, d.h. jedes f € F ist
eine Funktion f : )V — R. Beispiele solcher Mengen F sind die Menge C(V) aller stetiger
Funktionen auf V, die Menge C*(V) aller stetig differenzierbarer Funktionen auf V' und
die Menge L(V) aller integrierbarer Funktionen auf V.

Ein reellwertiges Funktional F' : F — R auf der Funktionenmenge F ist eine Abbildung,
die jeder Funktion f € F eine reelle Zahl F[f] € R zuordnet. Beispielsweise sind fiir
F = L(V) das Integral iiber V,

FIf) = [ ' s 1)
%
und fiir F = C'(V) der Funktionswert an einer beliebigen aber festen Stelle rg € V,

F[f] = f(ro), (2)
reellwertige Funktionale auf F.

Fiir ein reellwertiges Funktional F': F — R und eine Funktion f € F interessiert oftmals
nicht nur der Wert F[f], sondern auch die Anderung von F in einer Umgebung von f.
Diese ldsst sich durch die Variation §F[f, ¢ f] beschreiben, wobei § f : V — R eine beliebige
Funktion mit f+ df € F ist und dF[f, 0 f] als dasjenige Funktional in f und 0 f definiert

ist, das linear in ¢ f ist und fiir das
F[f +df] = F[f]+ 0F[f,6f] + O(3f?) (3)

gilt. Beispielsweise ist die Variation des Funktionals

Flf] = / a'r f(t)° (4)

%
wegen
Ff +6/] = / ar (f(x) +5£(x))? (5)
y
- / ar (f(r)? + 3 ()21 (x) + OB F(x)?) (6)
— Ff]+ / dr 31(r)251(r) + O f) (7)
y

gegeben durch

SFf,6f] = / dr 3 ()5 (r). (s)

Vv

Fortsetzung auf Seite 2



Lésst sich die Variation 0 F[f,d f] in der Form

Flf.5f] = / a'r Ar, [f)6f(x) (9)

v

darstellen mit einer Abbildung A : V x F — R, d.h. A(r, [f]) ist eine Funktion in r und ein
Funktional in f, so nennt man A(r, [f]) die Funktionalableitung des Funktionals F' nach f
an der Stelle r. Man schreibt dafiir gewhnlich

SF[f] .

= A(r, | f]). 10
T = AL (10)
Beispielsweise ist die Funktionalableitung von Gl. (4) wegen Gl. (8) gegeben durch
OF[f] 2
=3f(r)". 11
ST (1)
(a) Bestimmen Sie die Variationen und die Funktionalableitungen der folgenden Funktio-
nale:
= f(ro) mit ro € V beliebig aber fest,
ii. F[f] = / d? ®(f(r)) mit einer Funktion ® : R — R,

v
iii. F[f] = /dd'r/dd'r” K(r,r')f(r)f(r') mit einer Funktion K : V x V — R,
v

iv. F[f /dd'r ®(g(r,[f])) mit einer Funktion & : R — R und g¢(r,[f]) =
%

/ddr' K(r,r')f(r") fiir eine Funktion K : V x V — R.

(b) Betrachten Sie ein Funktional F' : F — R auf einer Menge F der Funktionen f :
V — R auf einer Menge V. Mit {x} sei die Dimension der physikalischen Groe x

L oF
bezeichnet, also z.B. fiir die Lichtgeschwindigkeit {c} = AUC Driicken Sie ]
Zeit df(r)
durch {F[f]}, {f(r)} und {r} aus.
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5. Flissigkeitstropfen auf Substrat

Betrachten Sie im dreidimensionalen Raum ohne Gravitation einen inkompressiblen Fliissig-
keitstropfen, der in einer Gasatmosphére auf einem Substrat aufgebracht wurde:

Gas

Flissigkeit

Aus Symmetriegriinden ist die Tropfenoberfliche rotationssymmetrisch um eine z-Achse
senkrecht zum Substrat und die Verhéltnisse seien so, dass sie in Zylinderkoordinaten
(r,z) durch eine Gleichung der Form z = h(r) beschrieben wird. Die Kontaktflache zwi-
schen Substrat und Fliissigkeit ist somit ein Kreis mit Radius R und das Hoéhenprofil
h : [0, R] — [0,00) ist eine Funktion der Radiuskoordinate r. Die freie Energie pro Kon-
taktfliche zwischen dem Substrat und der Gasatmosphére sei durch die Oberflichenspan-
nung s, die zwischen dem Substrat und dem Fliissigkeitstropfen durch die Grenzflichen-
spannung 7y und die zwischen Fliissigkeit und Gas durch die Oberflichenspannung g,
beschrieben. Im thermodynamischen Gleichgewicht nimmt dann

F(R, (M) = (st = 75e) Ast(R) + 71 Are (R, []) (12)

sein Minimum an, wobei die Gréfle der Kontaktflache zwischen Substrat und Fliissigkeits-
tropfen mit Ay (R) und die zwischen Fliissigkeit und Gas mit Ag (R, [h]) bezeichnet ist.

(a) Formulieren Sie die Ausdriicke fiir Ag(R), Ag(R,[h]) und das Fliissigkeitsvolumen
Vi(R, [h]) explizit als Funktionen von R und ggf. als Funktionale von h.

(b) Formulieren Sie durch Variation nach dem Hohenprofil h, d.h. bei festgehaltenem
Radius R, die Stationaritdtsbedingung fiir h,

6(F(R, [n]) — AVi(R, [h])) = 0, (13)

wobei A der Lagrange-Multiplikator der Inkompressibilitidts-Nebenbedingung Vi(R, [h]) =
const ist. Beachten Sie ferner die Randbedingungen h(R) = 0, d.h. h(R) = 0, und
R'(0) = 0.

(c) Leiten Sie aus der Stationaritatsbedingung Gl. (13) eine Differentialgleichung fiir das
Hohenprofil A her und zeigen Sie, dass diese durch eine Kugelkappe der Form

ho(r) = C + VK2 -2 (14)
mit geeigneten Konstanten C' < 0, K > R gelost wird.
(d) Bestimmen Sie die Funktion Fy(R) := F(R, [ho]) — AVi(R, [ho]).
(e) Zeigen Sie, dass die Stationaritétsbedingung fir R, F{(R) = 0, dquivalent ist zur
Youngschen Gleichung
Yog = Vst + Yig COSV (15)
fiir den Kontaktwinkel .

(f) Bestimmen Sie aus dem Fliissigkeitsvolumen V; und dem Kontaktwinkel ¢ die Gréfien
R, A\, K und C im thermodynamischen Gleichgewicht.



